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Mecénica Celeste. Examen VI

El niamero entre corchetes es la puntuacion méxima de cada ejercicio o apartado.
Ejercicio 1 (2 puntos). Pon un ejemplo razonado de un problema de dos cuerpos
a) [1] en el que las dos masas se muevan sobre una recta pero no colisionen.

b) [1] en el que las dos masas no sigan un movimiento rectilineo y se alejen
infinitamente de un observador que esté situado en el origen.

Ejercicio 2 (2 puntos). Desde un observatorio astronémico fijo se esta observando
el movimiento de dos asteroides aislados que se mueven bajo la acciéon de la ley
de gravitacion de Newton. Cuando se comienzan las observaciones, sus posiciones
respecto al observatorio son z(0) = (0,1,—1), y(0) = (0,—3,3), y las velocidades
con las que se mueven son #(0) = (1,1,—1), y(0) = (1,—3,—1). Se estima que la
masa del asteroide que ocupa la posiciéon x es cuatro veces la del que esta en la
posicion y. Se pide:

a) [1] Deduce el comportamiento del centro de masas del sistema que se observa
desde la posicion del observatorio.

b) [1] Determina el movimiento que se observard desde el centro de masas en
funcién de la masa m del asteroide menor.

Ejercicio 3 (4 puntos). Se consideran tres masas iguales en los puntos P, = (1,0),
Py = (—1/2,4/3/2) y Py = (—1/2, —/3/2) con velocidades iniciales 7 (0) = (0,1/3),
5(0) = (=v/3/6,—1/6) v 73(0) = (v/3/6,—1/6). Se supone que sobre estas masas
actiia unicamente la atraccion que cada una ejerce sobre las otras segtin la Ley de
Gravitacion Universal.

a) [1] Comprueba que el centro de masas permanece fijo en el origen.

b) [1] El movimiento resultante, jse puede producir sobre una circunferencia?
c¢) [1] ;Puede haber colapso total?

d) [1] Explica de forma intuitiva cudl crees que puede ser el movimiento resul-

tante.
Ejercicio 4 (2 puntos). En el problema restringido circular

a) [1] ;dénde colocarias un satélite y con qué velocidad inicial para asegurarte de
que se mantiene siempre a igual distancia de cada una de las masas?

b) [1] ;Y si lo que quieres es que no se acerque a una distancia menor de 1 de
una de las primarias?

Razona tus respuestas.



Mecénica Celeste. Examen VI

Ejercicio 1 (2 puntos). Pon un ejemplo razonado de un problema de dos cuerpos

a) [1] en el que las dos masas se muevan sobre una recta pero no colisionen.

Consideramos m; = mo = m > 0, asi como las siguientes condiciones iniciales.
z(0) = (0,0,1), (0)=(0,0,-1)
(0) = (0,0,v), (0)=(0,0,—v)

con v > (. Sabemos por teoria que C(t) = 0, luego el centro de masas se
mueve a velocidad constante, C'(t) = a + ft, con a = C(0), 8 = C(0)'. Como
por definicién el centro de masas es

myx(t) +may(t)

C(t) =
( ) mi + Mo
y su derivada es
C(t) _ maa(t) + may(t)

mi1 + Mo

Vemos que
0 0 1
a=0(0)= M = 5(0,0,0) = (0,0,0)

Analogamente,

B = %(0,0,0) =(0,0,0)

Por lo tanto,
Ct)y=a+pt=0

es decir, el centro de masas permanece fijo en el origen. Entonces se cumple

que

my
mr+mey=0=—y=—x=—2
ma

Ahora, conocemos el problema de Kepler que verifica x:

. G m3 x m? z Gm x x
xr = — = — = — [—
(m1 + ma)? [z’ N I P R P

Como

=(0,0,0) = |c,| =0

. © O
> S =

! Aplicando el Teorema de Existencia y Unicidad para Ecuaciones Diferenciales Lineales visto
en Ecuaciones Diferenciales I
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el movimiento serd rectilineo en ambos cuerpos, y ademas sobre la misma rec-
ta, ya que por una Proposicién vista en teoria, el centro de masas siempre
esté en la envolvente convexa de los n cuerpos (en el caso n = 2, la envolvente
convexa es el segmento que los une).

Obtenemos la condiciéon de minima velocidad para que la trayectoria no esté
acotada.

La energia total es constante, por lo que la obtenemos en ¢t = 0

1,. ! 1 1 Gm
E:— 2——:— 2— = — 2——
O =y =2v =Y T

Imponemos E > 0 para que la trayectoria no sea eliptica

1 Gm 1 Gm Gm
E20 e - -21320 e 0?20 e vz /28 (1
0 3V =Y 2" 77y v > W

Por tanto, si v verifica (1), entonces, por la clasificacion de movimientos rec-
tilineos en campos de fuerza newtonianos, sabemos que r(t) = |x(t)| es estric-
tamente creciente, pues 7(0) > 0, y sabemos que no hay cambio de monotonia,
luego r(t) — +oo cuando t — +o00. De esta forma, teniendo en cuenta que

[z —y)(®)] = 2]x(t)] = 2r(t) = 2r(0) =2 >0 (t >0)
no hay colisién en [0, +o0l.
[1] en el que las dos masas no sigan un movimiento rectilineo y se alejen in-
finitamente de un observador que esta situado en el origen.
Consideramos m; = my = m > 0, y las siguientes condiciones iniciales.
z(0) = (1,0,0), y(0)=(-1,0,0)
(0) = (0,v,0), (0)=(0,—-v,0)

con v > 0.

Igual que en el apartado anterior, C’(t) =0, luego C(t) = a+ft, con a = C(0)
y = C(0). Como
0 0 . r(0 7(0
C(0) = M =(0,0,0), C(0) = M = (0,0,0)
concluimos que C(t) = C(0) + C(0)t = 0, es decir, el centro de masas per-
manece fijo en el origen.

Ahora, si ¢, # 0, entonces, si z sigue la conica |z| + (e,z) =k, con e € R® y
k > 0, como el centro de masas esta en el origen mix +mey =0 =y = —x,
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y entonces y sigue la conica |y| + (—e,y) = k.

En efecto

=(0,0,v) = |¢cz| =v >0

™™ O O

10
¢ =x(0) Az(0) =10 v
i

El problema de Kepler que sigue x es conocido

. Gm x x
xrT = — e
4 aP VP

y basta imponer que la energia total sea positiva para que la trayectoria sea

hiperbdlica.
1. 1 1, Gm
= U - —

[z(0)] 2 4

Como la trayectoria es hiperbélica si y solo si |e| > 1 <= h > 0, entonces

1 Gm 1 Gm Gm
h>0 &= —0?— ——>0 <= -2 > — <= v>4]— 2
2 4 2 4 2 )
Por lo tanto, dada la masa m > 0, si v verifica (2), entonces ambos cuerpos
siguen una trayectoria hiperbdlica (no siguen un movimiento rectilineo) y se

alejan infinitamente de un observador que esta situado en el origen.
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Ejercicio 2 (2 puntos). Desde un observatorio astronémico fijo se esta observando
el movimiento de dos asteroides aislados que se mueven bajo la acciéon de la ley
de gravitacion de Newton. Cuando se comienzan las observaciones, sus posiciones
respecto al observatorio son z(0) = (0,1,—1), y(0) = (0,—3,3), y las velocidades
con las que se mueven son #(0) = (1,1,—1), y(0) = (1,—3,—1). Se estima que la
masa del asteroide que ocupa la posicién x es cuatro veces la del que estd en la
posicion y. Se pide:

a) [1] Deduce el comportamiento del centro de masas del sistema que se observa
desde la posiciéon del observatorio.

Sabemos por teorfa que C(t) = 0, o equivalentemente, C(t) = a + ft, con
a = C(ty), f = C(ty), siempre que ty € I pertenezca al intervalo maximal de
definicién?. El enunciado dice cuando “se comienzan las observaciones”, por lo
que ubicamos ahi el origen, y tomamos ¢ty = 0. Entonces, denotando por m; a
la masa del asteroide que ocupa la posicién z, e igualmente ms a la masa del
asteroide de posicion y, se tiene que mq; = 4moy. Si my = m > 0, se verifica
mi + me = dm.

Ahora, por definicion, el centro de masas es

maz(t) + may(t)
mi + Mo

Oft) =

y su derivada es
mad(t) +may(t)
mi + Mo

C(t) =

Obtenemos a = C(0) y 8 = C(0).

Como 4z(0) + y(0) = 4(0,1,—-1) + (0,—3,3) = (0,1, —1), entonces

1 1
o = 07_7__
(05:-3)

Andlogamente, 42(0) 4+ ¢(0) = 4(1,1,—1) + (1,-3,—1) = (5,1, —5), luego
1 1
=-(5,1,-5) = (1,=,-1
/6 5( ) ) ) < ’57 )

Por lo tanto,

() = (o%-%) + (1,%,—1)15

2También por el Teorema de Existencia y Unicidad de las Ecuaciones Lineales visto en Ecua-
ciones Diferenciales I
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b) [1] Determina el movimiento que se observard desde el centro de masas en
funcién de la masa m del asteroide menor.

Consideramos el sistema con centro de masas fijo en el origen, utilizando el
Principio de Relatividad de Galileo, Z(t) = x(t) —a — ft, g(t) = y(t) —a — St
donde C(t) = a + [t ya calculado en el apartado anterior.

Sabemos que entonces (Z,¢) es solucién al mismo problema de los dos cuerpos
y el centro de masas en este sistema verifica C'(t) = 0. Consecuentemente

m
m1i+m2§20$gj:—m—13§:—43}
2

Si el asteroide identificado por z sigue la conica |z| + (e,x) =k con e € R? y
k > 0 entonces se ha visto en teoria que el asteroide identificado por y sigue
la conica |y| + (—e, y) = 4k, es decir, las dos cénicas son del mismo tipo, y los
ejes de excentricidad opuestos.

El asteroide identificado por x (visto en teorfa) sigue un problema de Kepler

m3 T m I T

T = -G = G— " = =
! (m1 +ms)? |7 252~ AP

Estudiamos uno de los dos asteroides, y el otro ya lo tendremos. Obtenemos
el momento angular c,, primero viendo que

#(0) = 2(0) — o = (0, g, —%) . 2(0) = 2(0) — = (0, %,0)

| 0 4/5 —4/5 6
o =F0)AZ0)=0 4/5 0 |= <%,0,0) — |co| #0
i j ok

Tenemos entonces que ambos cuerpos se moveran sobre una elipse, hipérbola
o parabola, con un foco en el origen, por la Primera Ley de Kepler. Para
determinar la conica, obtenemos la energia total.

Viendo que

16 16 32 32 4V2
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Como 1 1 16 Gm 1
- % m
h=SlEOF ~ == 5 5~ 5 5 =
2 |Z(0)] 2 25 25 42
5

8 Gm 5 8 Gm

25 25 42 25 2012

el tipo de movimiento visto desde el sistema con centro de masas fijo en el
origen dependera entonces de la masa m.

o Sera eliptica si y solo si

h<0<:>§—G—m<O<:>§<G—m<:>32\/§—20\/§'8<
25 2042 25~ 204/2 56 25G

» Sera hiperbdlica si y solo si

322

h>0 <— < —
Ve

Y el otro cuerpo seguira la misma conica.

10
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Ejercicio 3 (4 puntos). Se consideran tres masas iguales en los puntos P, = (1,0),
Py = (—1/2,4/3/2) y Py = (—1/2,—/3/2) con velocidades iniciales 71 (0) = (0,1/3),
5(0) = (=v/3/6,—1/6) v 73(0) = (v/3/6, —1/6). Se supone que sobre estas masas
actua tnicamente la atraccion que cada una ejerce sobre las otras segtin la Ley de
Gravitacion Universal.

a) [1] Comprueba que el centro de masas permanece fijo en el origen.

Consideramos m; = m > 0,7 = 1, 2, 3. Por definicion, el centro de masas en el
problema de los n cuerpos es

n

def 1 -
=1 j=1

Para n = 3, y las condiciones anteriores, vemos que

== ae (=00 (3:9) (3:7))-

1

3(O, 0) = (0,0)

Por tanto, el centro de masas permanece fijo en el origen.

b) [1] El movimiento resultante, se puede producir sobre una circunferencia?

Para verlo, consideraremos el Teorema de las Soluciones Circulares de La-
grange para el problema de los 3 cuerpos:

Teorema 0.1. Sean z1, 2, z3 € R? tres puntos no alineados. Entonces
ri(t) = Rlwt]z;, i=1,2,3

es solucion del problema de tres cuerpos si y solo st se cumplen las tres condi-
ciones siguientes:

a) El centro de masas estd en el origen, es decir,
mi12z1 + Mmozo + mgzz =0

b) Los puntos z1, 23, z3 son vértices de un tridngulo equildtero de lado d > 0.

|GM
c) |w| = 5 M =mq +mg +ms

Denotamos por z; e P, a cada punto del Teorema 0.1:

11
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a) Trivialmente
m((1,0) + (—1/2,v/3/2) + (—1/2,—v/3/2)) = m(0,0) = (0,0)

b) Hay que comprobar que las longitudes de los tres lados del tridngulo sean

iguales.

[By=Pil = (=172, ~V3/2)~(1,0)| = |(=3/2, ~V3/2)| = (—%) +<_%§> )

Fff

[Py — Po| = |(=1/2,—V/3/2) — (=1/2,V/3/2)| = [(0,—V3)| = V3
[P=Pi| = |(=1/2,V3/2)=(1,0)| = |(=3/2,V3/2)| = [(=3/2,~V3/2)| = |Ps—P,| = V3

¢) Y por ultimo

3Gm Gm VGm .,
jw| = \/ \/ \/ \/5:\%:3/\/61_7;1

Por lo tanto, en médulo, la velocidad angular a la que debe girar el con-
junto para llegar a la solucién del problema de los tres cuerpos dependera

de la masa m comin a los tres cuerpos, y es

w| =374/ Gm

Expresamos entonces 7;(t) = Rlwt]z;, i=1,2,3. Asi,

. 0 -1

7i(t) = wJRwt| P, = wJri(t) J= (1 0 )
Ent =0, 7;(0) = wJP,. Para que el movimiento se desarrolle sobre una circun-
ferencia, debe verificarse 7;(0) = wJP; con ¢ = 1,2,3 para un mismo w. Para

ver si tal w existe, obtenemos los JP;,7 = 1,2,3 y vemos si con las velocidades
iniciales dadas w verifica las tres igualdades.

1. JP, = (O _01) (1,0) = (0,1) = 71(0) = (0,1/3) = w(0,1) = w =

1
s
2. JP, = (‘f ‘01) (—1/2.V3/2) = (—v/3/2, ~1/2) = #5(0) = (—/3/6, ~1/6) =

w(=v3/2,-1/2) = w =13
3. JP, — (2 ‘01) (—1/2.v/3/2) = (V3/2. ~1/2) = #4(0) = (\/3/6, ~1/6) =
w(v3/2,-1/2) = w=1/3

12
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Por lo tanto, a nivel cinematico, si que puede producirse, al menos inicial-
mente, un movimiento sobre una circunferencia. Si queremos ademas que la
circunferencia no se deforme (el tridngulo equilatero lo siga siendo a lo largo
del tiempo), entonces habria que imponer m de tal manera que

1

1 _1/4 1 —2/4
5 =l =37VEm = g =30m = m = g

c¢) [1] ;Puede haber colapso total?

Buscamos aplicar el Teorema de Sundman, ya que por el apartado a) sabemos
que C(t) = 0 (permanece fijo en el origen):

Teorema 0.2. Sea r = (rq,...,7r,) una solucion del problema de n cuerpos
con centro de masas fijo en el origen y una colision (colapso) total. Entonces
su momento angular es ¢ = 0.

Si el momento angular del problema no es cero, entonces no podra producirse
una colision total.

Por definicién, el momento angular en el problema de los n cuerpos es
d n
C éf Z mi(ri A Tz)
i=1

También sabemos que se verifica la conservacion del momento angular en el
problema de los n cuerpos, por lo que basta calcularlo en algin instante de
tiempo. En este caso, usaremos ¢t = 0.

1 0 0
1. (1,O)A(0,1/3) =10 1/3 0| =1/3k=(0,0,1/3)
i j k

—~1/2 V/3/2 0

2. (=1/2,v/3/2) A (=V3/6,—1/6) = |—/3/6 —1/6 0|=(0,0,1/3)
i ik
—1/2 —V/3/2 0

3. (=1/2,—V/3/2) A (v/3/6,—-1/6) = |\/3/6  —1/6 0| = (0,0,1/3)
i ik

c=(0,0,m-(3-1/3)) =(0,0,m) #0

porque m > 0. Asi pues, por el Teorema 0.2, no puede haber colapso total.

13
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d) [1] Explica de forma intuitiva cudl crees que puede ser el movimiento resul-
tante.

Si w = 1/3, hay dos opciones.

1.

Si

1
T 9.324.G
entonces el movimiento se da sobre circunferencias concéntricas centradas
en el origen, de tal manera que los tres cuerpos forman los vértices de
un tridngulo equilatero rigido de lado v/3, que no se deforma por ser
ri(t) = Rlwt]P;,i = 1,2,3 solucién al problema de los tres cuerpos, y
rotan con la misma velocidad angular.

Si

m

1
U e
entonces, aunque el movimiento inicialmente se pueda dar sobre una cir-
cunferencia, con el paso del tiempo el tridngulo equilatero se deforma (a
priori no se sabe si los cuerpos se acercaran o se alejardn). Si se acercan,
lo haran de tal manera que nunca se produzca colisién total, por lo visto
en el apartado ¢), y si se alejan, cada una divergera en el infinito.

14
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Ejercicio 4 (2 puntos). En el problema restringido circular

a)

[1] ;dénde colocarias un satélite y con qué velocidad inicial para asegurarte de
que se mantiene siempre a igual distancia de cada una de las masas?

Sabemos por teoria que los puntos de libracién Ly y L5 son puntos estables en
el problema restringido circular, y cada uno forma un triangulo equilatero de
lado 1 con las primarias, supuestas situadas en Py = (—u,0), P = (1 — u,0),
con u €]0,1/2]. Por lo tanto, basta colocar un satélite en Ly o Lj, en reposo
(con velocidad inicial nula), para asegurarse de que siempre se mantenga a
igual distancia de cada una de las masas.

[1] ;Y si lo que quieres es que no se acerque a una distancia menor de 1 de
una de las primarias?

Por teoria sabemos que L; y L3 estdn a distancia mayor que 1 de una de las
dos primarias, y ademas son puntos de equilibrio en el problema restringido
circular. Concretamente, si P, = (—u,0), P, = (1 — p,0), con p €]0,1/2],
entonces:

1. Si queremos que no se acerque a una distancia menor de 1 de la primaria
situada en Pp, lo colocariamos desde el reposo en Ls.

2. Si queremos que no se acerque a una distancia menor de 1 de la primaria
situada en P, lo colocariamos desde el reposo en L;.

15



